Capitolul 1

Ecuatii diferentiale rezolvabile prin
cuadraturi

1.1 Ecuatii diferentiale de ordin intai cu variabile sep-
arabile

Foma generala a unei ecuatii diferentiale de ordin intai cu variabile separabile este

'(t) = f(t)g(z(t)) (1.1)
unde I,J CR; f : T — R, g : J— R sunt doua functii continue cu g(y) # 0, Vy € J.
Rezolvarea ecuatiei diferentiale de ordin intai cu variabile separabile: Fie z = xz(t) o
solutie a ecuatiei (1.1). Observam ca ecuatia (1.1) poate fi rescrisa sub forma

()
EOR f(t),vt e L.

Integrand aceasta egalitate membru cu membru rezulta

()
/g(ac(t))dt = /f(t)dt,Vt el
Obtinem G(z(t)) = /f(t)dt + C, unde G este definita prin relatia G(u) = /%

Observam ca g nu se anuleaza pe J si este continua, deci pastreaza semn constant pe
J. Putem presupune ca g(y) > 0,Vy € J, schimband eventual semnul functiei f. Atunci G
este strict crescatoare pe J, deci inversabila. Rezulta

z(t,0) =G (/f(t)dt + O) (1.2)

Exercitiul 1.1 Sa se determine solutia generala a ecuatiei
#'costlnz —x =0,t € (0,5),z>0.

1
Rezolvare. Scriem ecuatia sub forma 2/ = _r = f(t) = —, g(x) = L
costlnx cost Inx

Pe (0,%), f este continua iar pentru x > 1, g este continua si strict pozitiva, iar pentru
x € (0,1), g este continua si strict negativa. Obtinem

1
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Inz , 1 Inz(s) , / 1 1., 2+7
— = — — ds= | —dt = =1 =Int C t,C) =
s cost:/x(s)x(é’)s p— :>2n\x] ntg +C = z(t,0)
J 2t + 7

2Intg +C
e 4 ,CeR.A

Exercitiul 1.2 Sa se determine solutia generala a ecuatiei
x = ta® + 2tx.

Rezolvare. f(t) =t,g(z) = 2* + 2x. Observdm ca x(t) = 0 gi z(t) = 2 sunt solutii ale
ecuatiei. Pe orice interval [ =R, J C (—00,0) U (2,00) sau J C (0,2) avem

1 1/1 1

x 2 o2t . o2t
PR = O€2t = l’(t, C) = 20@,1} € (—O0,0) U (2,00) S1 l'(t, C) = QCW,
z e (0,2).A

1.2 Ecuatii diferentiale de ordin intai reductibile la
ecuatii cu variabile separabile

Definitia 1.1 Functia f = f(z,y) se numeste omogena de grad o € R daca

f()\]?, )‘y) = )‘af<x>y)' (13)

Forma generala a unei ecuatii diferentiale de ordin intai omogena este

2'(t) = f(t,z(t)) (1.4)

unde f este o functie continua si omogena de grad zero.
Rezolvarea ecuatiei diferentiale de ordin intai omogena se face facand schimbarea de
functie

x(t) = tu(t) (1.5)
si se ajunge la o ecuatie cu variabile separabile.

Exercitiul 1.3 Sa se determine solutia generala a ecuatiei

2t = 2 Lo 0 g 2 k:gt,k: eN.

t t
Rezolvare. Observam ca g <Iit)> = mit) +tg m(tt) Facem substitutia z(t) = tu(t) si
) 1 u'(t) 1 u'(t)
!/ _ / — — — _— =
obtinem u(t) + tu'(t) = u(t) + tgu(t) < u'(t) . tgu(t) < a1 & / tgu(t)dt
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z®) =(Cts @ = arcsin Ct,t €

1
Zdt < Inlsinu(t)| =Int+InC < sinu(t) = Ct & sinT

1 1 .
l_5’5] :>x(t,C’) =tarcsinCt,t € [—675] A

Ecuatia diferentiala de ordin intai de forma

(t) = <a1x(t) —l—b1t+cl> L6)

a2:1;(t) + bgt + co

unde I CR; f : T — R este o functie continud, a;, b;, c; € R, a? +b? +c? # 0, i = 1,2, poate
fi redusa la o ecuatie cu variabile separabile.
Rezolvarea ecuatiei (1.6) se face in functie de compatibilitatea sistemului

{a1$+b1t+61:0 (17)

a2x+b2t+02:0 ’

Distingem trei cazuri:

CazuL I. Daca sistemul (1.7) este compatibil determinat, A = Zl Zl 2 0, cu solutia
2 02
to, o) atunci prin schimbarea de variabila si de functie T =Y+ T ,ecuatia (1.6) poate
t=s+1
= 0

fi adusa la forma ecuatiei omogene

(s)
(Ilys + bl
y(s)=F|—g :
[25) + b2

S

CazuL II. Daca sistemul (1.7) este compatibil nedeterminat A = ‘ Zl Zl = 0 si
2 b2
aq b1 C1 . . LU N ~ .
rang | = 1, atunci exista A # 0 astfel incat (aq,b1,¢1) = A(ag, ba, o) si
2 by c2
ecuatia (1.6) se reduce la 2'(t) = f(\).
CazuL III. Daca sistemul (1.7) este un sistem incompatibil A = ‘ Zl Zl = 0 si
2 Do
aq b1 C1 . . . . .
rang (. = 2 atunci (ay, by) = A (ag, bg) si prin schimbarea de functie
2 by C

y(t) = a1x(t) + byt se obtine ecuatia cu variabile separabile

y'(t) —b _ f<y(t) +a >.‘

ay Ay(t) + o

Exercitiul 1.4 Sa se determine solutia generala a ecuatiei

x’(t):2<%> t+z—240.
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Rezolvare. Observam ca x(t) = —1 este solutie a ecuatjiei diferentiale date. Consideram
sistemul algebric

r+1=0
{t+x—2:0 ' (1.8)

)

Deoarece

11 ‘ = —1 # 0 sistemul algebric (1.8) are solutie unica, ty = 3,29 = —1.

t=s+3

Facand schimbarea de variabile gi de functie { rey—1 se obtine ecuatia diferentiala

y(s) 2

2
y'(s) =2 <ﬂ> . Ecuatia se mai poate scrie sub forma /(s) = 2 <#) care este
s +y(s) L Ys)

s
o ecuatie omogena. Efectuam schimbarea de functie y(s) = su(s) si obtinem ecuatia
u(s) —u(s) — ud(s) o

u(s) + su/(s) = 2<1+u(3)) & su'(s) = su/(s) = 01 e

—u(l tu(s)” u'(s) = 1 (ul + 2 n 1> u'(s) = ! &

(s) + u(s) s &) w(s) .
1 2 1
ds= | —ds &
) Yo = [ e
Inu(s) + 2arctgu(s) =lns+InC < ﬁ — (e—2arctgu(s)
S
) ) z(t) +1
t t —2arct
Daru() y(S):ZL‘()—}— :>17()+ — Ce g f_3 N
S t—3 (t —3)2
Exercitiul 1.5 Sa se determine solutia generala a ecuatiei
x/(t):mt—iC(t)—i—Z;ﬁO
t—a(t)+2 '
VI : t—z+1=0 e
Rezolvare. Consideram sistemul algebric { f_ra0—0 Deoarece A = ' 1 1 ' =

0 si rang 1 :} ; = 2 sistemul algebric (1.8) este incompatibil. Prin schimbarea de
functie y(t) = —x(t) + ¢ se obtine ecuatia cu variabile separabile
—y(H)+1 _ y@)+ :
<:> yt) = —— &
i o2 VYT m
wwwmmzlﬁfwwmwwwz/wm¢

1 1

5gﬁ(t) +2y(t)=t+C & 5(

Exercitiul 1.6 Sa se determine solutia generala a ecuatiei
2612 () x(t) + 2*(t) = 4t5.

—x(t) +1)> +2(—x(t) +t) =t +C.A
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Rezolvare. Facem schimbarea de functie x(t) = y™(t),m € R,y(t) > 0 = z(t) > 0,
2'(t) = my™ " (t)y'(t)
20y O (O5(0) + (1) = 460 = m = -

3WWW@+ﬂ®:M:ym=%%%?

care este o ecuatie diferentialda omogena. Facem schimbarea de functie y(t) = tz(t).

2(t) + 2/ (t) = 1-21) _zz U t2(t) = i-z ?EZ(?&)SZ (t)

32%(t) ! 32%(t) , (1
—25(t) — 323(¢t) + 4° (t) = [ / —26(t) — 323(t) + 1° (t)dt = /?dt

Pentru a calcula prima integrald facem schimbarea de variabila w(t) = 23(t)

32%(t) . - w'(t) _ 1 w(t) —1
R/ —,126(15) —323(t) + 1° (t)dt = / w?(t) + 3w(t) — 4dt B 51 w(t) +4
ezulta

3 3 (ﬂ)g_l
1lnmz—lnﬁH—lnC’@E’M:C’ti5t—gzg
5 23(t) +4 \/z3(t)+4 <M) "y t

\

Dar y(t) = 23 (t) de unde rezultd

G§5—1:g5@xm%ﬁ: NN

() 2855
1.3 Ecuatii cu diferentiale exacte

Forma generala. Fie D o multime nevida si deschisa din R? si P, Q :D — R dous functii
de clasa C' pe D, cu Q(t,z) # 0 pe D. O ecuatie de forma

P(t,z(t))dt + Q(t,z(t))dz(t) = 0 (1.9)
se numeste ecuatie cu diferentiala exacta daca

P 8Q
5= o (1.10)

Atunci existd o functie de clasa C?, F:D — R, astfel incat

o = P(t,)
{ & o) (1.11)
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Rezolvarea ecuatiei cu diferentiala exacta. Daca (1.9) este o ecuatie cu diferentiala ex-
acta, atunci x este solutie a ecuatiei daca si numai daca
P(t,z(t))dt + Q(t,z(t))dz(t) = 0,V¥t € Dom(x), egaliatate care impreuna cu faptul ca F
satisface (1.11) este echivalenta cu dF(¢,z(t)) = 0,Vt € Dom(z), echivalenta cu F'(t, z(t)) =
C.

Determinarea lui F' se face astfel: consideram sistemul de ecuatii cu derivate partiale

oF

—(t,z) = P(t,x

glg( )=H ). (1.12)
%(tﬁ) =Q(t, z)

Exercitiul 1.7 Sa se determine solutia generala a ecuatiei
(e + z(t) + sinz(t))dt + (¢! + t + tcosz(t))dx(t) = 0,e* +t + tcosz # 0.

oP
Rezolvare. P(t,x) = €' + x + sinz, Q(t,x) = e” +t + tcosz, a—(t,x) =1+ cosuz,
T
0
—Q(t, x) = 1+cosz, (1.10) este satisfacuta = este o ecuatie cu diferentiald exacta. Rezulta

ot

oF
ca existd o functie de clasa C?, F astfel incat —(t,z) = (e! + x + sinz) si

ot a_x(

e’ + t + tcosx. Integram prima relatie in raport cu t, F(t,z) = /(et + x +sinx)dr =

t,x) =

OF
(et + xt + tsinx) + h(x). Calcudm derivata in raport cu ¢, 8—(25, x) = (t+tcoszx)+ h(x).
z
Egalam expresiile derivatelor lui f in raport cu x gi obtinem h/(z) = €* = h(z) = e*+C =
F(t,z) =" +xt +tsinz +e* + C; =
F(t,z(t)) = Cy = e + x(t)t +tsinz(t) +e*® = C,C = Cy — Cy.A

1.4 Ecuatii cu factor integrant

Rezolvarea ecuatjiei cu factor integrant. Daca ecuatia (1.9) nu este cu diferentiala exac-
ta, cautam o functie p : D — R, de clasda C' cu u(t,z) # 0,Y(t,z) € D astfel incat
p(t, z)P(t,x)dt + p(t,x)Q(t, z)dx sa fie diferentiala unei functii F' : D — R. O conditie
necesara si suficienta pentru aceasta este 1.10, adica:

(bt 2)Q( ) = 5 (ult,2) P(1, 7).

careaeste echivalent C% 5 op
O (1, 2)Q(t,2) + L2 (¢, 2t ) — (60 P(t,2) = - (L)t x) = 0

. ot ot
0Q oP

%(t,x)@(t, x) — %(t,x)P(t, x) + E(t’ x) — %(t,x)> w(t,x) =0,V(t,z) € D.

Aceasta este o ecuatie cu derivate partiale de ordinul intai cu p ca functie necunoscuta.
Vom studia doua cazuri particulare de rezolvare a acestui tip de ecuatii. Cazul general

sa
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va fi studiat la capitolul ecuatii cu derivate partiale de ordinul intai liniare omogene si
cvasiliniare.
Observam ca daca

g (G0 - Fen) = s

este independenta de variabila z, putem cauta functia u ca functie independenta de variabila
x. Aceasta functie este solutie a ecuatiei liniare omogene

p(t) = f(&)p(t).

Analog, daca P(t,z) # 0,Y(t,z) € D si
1 oQ oP

—(t,z) — —(t,z) | = k(x

mig (ettn) — Gotta)) = ko
este independenta de variabila ¢, putem cauta functia u ca functie independenta de variabila
t. Aceasta functie este solutie a ecuatiei liniare omogene

() = k(z)p(@).

Exercitiul 1.8 Sa se determine solutia generala a ecuatiei
(x(t) + Int) dt— tdz(t) = 0, > 0.

Rezolvare. P(t,x) = z+Int, Q(t,z) = —t, g—];(t, x)=1, %—?(t,x} = -1, ﬁ (g—i(t,x)
—% — ) = W) = %u(t) Solnp(t) = —2Int = p(t) = tl? N tlg(x(t)Jrlnt) it —
%dw(t) =0= %—f(t,x} = %2(1; +1Int), g—:(t, x) = —%. Dintre aceste doua relatii se inte-
greaza cea a carei integrala se poate calcula mai usor, de exemplu integram a doua relatie
= F(t,z) = _Z + u(t), a—F(t,x) =z +u/(t) = u/(t) = Int = u(t) = EELL +C1 =

t ot 2 t2 t t
@Jrln?“r%ZO:xx(t,C)z(Jt—lnt—l.A

1.5 Ecuatia diferentiala de ordin intai liniara

Forma generala. O ecuatie diferentiala de ordin intai liniara este o ecuatie de forma

2'(t) = a(t)x(t) + b(t) (1.13)

unde a,b : I — R sunt functii continue pe I. Daca b = 0 pe I ecuatia se numeste liniara si
omogena, iar in caz contrar liniara si neomogena.

Teorema 1.1 Solutia generald a ecuatiei (1.13) in conditiile a,b : 1 — R sunt functii con-
tinue pe I, este de forma:

— [ a(t)dt
z(t,C) = el s C+/b(t)e / dt (1.14)

_ 99
ot

(t,2
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Demonstratie.

Prezentam doua metode de rezolvare a acestei ecuatii diferentiale.

Prima metoda este metoda variatiei constantelor a lui Lagrange.

Solutia generala a ecuatiei (1.13) se scrie ca suma dintre solutia generala a ecuatiei omo-
gene, z,(t, C) si o solutie particulara a ecuatiei neomogene, x,(t), deci z(t,C) = z,(t, C)+

p(1).
Etapa I. Determinam solutia generala a ecuatiei omogene. Fie ecuatia omogena
2'(t) = a(t)z(t) care este o ecuatie cu variabile separabile. Solutia ei este x,(t,C) =
a(t)dt
Ce ,C eR.

FEtapa 1. Cautam o solutie particulara a ecuatiei neomogene de forma solutiei ecuatiei

a(t)dt
omogene, presupunand constanta ca functie necunoscuta, z(t) = u(t)e unde u este
o functie derivabila. Functia necunoscuta se determina impunand conditia ca functia

a(t)dt /a(t)dt
z(t) = u(t)e/ sa verifice ecuatia neomogena. Rezulta ca v'(t) = e b(t) =

— [ a(t)dt
u(t) = / b(t)e / dt (nu am mentionat constanta deoarece cautam o solutie particulara
/a(t)dt /a(t)dt
a ecuatiei neomogene). Deci z,(t) = e / b(t)e dt.

/a(t)dt —/a(t)dt
z(t,C) =e C+ /b(t)e dt | este solutia generald a ecuatiei (1.13).
A doua metoda utilizeaza factorul integrant. In ecuatia (1.13) putem considera

P(t,x) = a(t)x + b(t) st Q(t,z) = —1 éﬁ (g—i(t, x)— aa—cf(t, m)) = @, wit) =

— [ a(t)dt
—a(t)u(t) = u(t,x) =e si obtinem:

—/a(t)dt —/a(t)dt —/a(t)dt d —/a(t)dt —/a(t)dt
' (t)e =a(t)z(t)e +b(t)e g z(t)e = b(t)e &

—/a(t)dt —/a(t)dt
z(t)e = [ b(t)e dt+C &

/a(t)dt /a(t)dt
z(t,C) =e C+ /b(t)e dt

Exercitiul 1.9 Sa se determine solutia generala a ecuatiei
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2 (t) + z(t) =t + arcsint, t € [—1,1].

1—1t2

Rezolvare. Metoda variatier constantelor. Determinam solutia generala a ecuatiei omo-
gene

xr(t)+1+t2x(t):0<:>§(<f)) :—1_tt2 @/ig))dtz—/l_tt?dt@
Inz(t) = %ln(l — ) +InC & zo(t) = CV1 — 2.

Cautam o solutie particulara a ecuatiei neomogene de forma x,(t) = u(t)v/1 — 2. Im-
punem conditia sa verifice ecuatia neomogena.

u' (1)1 — 12 — u<t>\/1t——t2 +1 _t t2u<t)m =t + arcsint <

u(t)V/1—12 =t +arcsint < u'(t) = % & [ (t)dt = % t &
u(t) = —v/1 -2 + % arcsin®t.

Rezulta ca x,(t) = (—m + % arcsin® t.) v/1 — 2, iar solutia general este
z(t,C) = zo(t) + x,(t) = CV/1T =12 — (1 — t?) + %m arcsin®¢.

t
1_t2dt _ 1

V1—¢? ¥

Utilizand a doua metoda, inmultim ecuatia diferentiala cu e/

obtinem

t 1 1
/(1)

1 1
+ x(t =t +
V-2 1-# ()\/1—152 VI—t2 V1t

d 1 1 1
— | z(t =t + arcsint <
dt( <)\/1—t2> V1—t2 1 —¢2

1 1 1
x(t) = / (t + arcsin t) dt <
\/11—t2 V1 —t21 V1—t2
= —/1 —t2+§arcsin2t—|—0©

1
r(t,C)=CV1—12— (1 -t + 5\/1 — t2arcsin®t.A

> arcsint <

—~
~~
~—
—_
|
S~
[\

1.6 Ecuatia Bernoulli

Forma generala. O ecuatie de forma

Z'(t) = a(t)x(t) + b(t)z(¢), (1.15)

unde a, b : I — R sunt functii continue pe I, neidentic nule pe I si neproportionale pe I, iar
a € R\ {0,1}, poartd denumirea de ecuatie Bernoulli.
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Teorema 1.2 Dacaa,b: 1 — R sunt functii continue pe I neidentic nule si neproportionale
pe I, iar a € R\ {0,1} atunci x este solutie pozitiva a ecuatiei (1.15) daca si numai daca
functia y definita prin

y(t) =z'=°(1) (1.16)
este pentru orice t € I este o solutie pozitiva a ecuatiei liniare $i neomogene
y'(t) = (1= a)a(t)y(t) + (1 — a)b(t). (1.17)

Demonstratie.
Daca z este o solutie pozitiva a ecuatiei (1.15), impartim aceasta ecuatie prin z* si
obtinem:

o' (t)z™(t) = a(t)z'~(t) + b(t), (1.18)

si prin schimbarea de variabila (1.16) obtinem

f/_(tl = a(t)y(t) +b(t) < y'(t) = (1 — a)a(t)y(t) + (1 — a)b(t)

care este o ecuatie diferntiala de ordin intai liniara neomogena. ¢

Exercitiul 1.10 Sa se determine solutia generala a ecuatiei

tz'(t) + x(t) = 2*(t) Int, t > 0,z(t) > 0.

Rezolvare. Impértim ecuatia prin z2(t) si obtinem a’/(t)z~2(t) + ¢t 'z~'(t) = ¢t 'Int,
notam 1 1
y(t) = x71(t) si obtinem y/(t) = —Zy(t) + " Int care este o ecuatie liniara. Solutia este
y(t) =1t —t+C)=27'(t,C)=1(tlnt—t+C).A

1.7 Ecuatia Riccati

Forma generala. O ecuatie de forma

2'(t) = a(t)z(t) + b(t)z*(t) + c(t), (1.19)

unde a, b, c : I — R sunt functii continue cu b si ¢ neidentic nule pe I poarta denumirea de
ecuatie Riccati.

Teorema 1.3 Fie a,b,c: 1 — R sunt functit continue cu b si ¢ neidentic nule pe 1. Daca
x1 : J — R este o solutie a ecuatiei (1.19), atunci solufia generald a ecuatiei (1.19) pe J
este data de

z(t,C) = y(t,C) + x1(t)
unde y este solutia generala a ecuatiei Bernoulli

y'(t) = (alt) + 221(t)) y(t) + b(t)y*(t).
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Demonstratie.
Prin calcul direct obtinem z(t) = y(t) + z1(t) =v'(t) = ¥/ (t) + | (t) =
y' () +21(t) = a(t) (y(t) + 21 (2)) + b(t) (y*(t) + 2y ()1 (t) + 21(t)) + c(t) =
Y (t) = (a(t) + 2z1(t)) y(t) + b(t)y?(t) care este o ecuatie Bernoulli cu o = 2.4

Exercitiul 1.11 Sa se determine solutia generala a ecuatiei
2
o'(t) = 2%(t) — t—2,t > 0.

1
Rezolvare. Observam ca z(t) = n este o solutie particulara a ecuatiei date. Fie
1 1 1 1 1 2
1) =40+ £ 70 =)= 5 > V0 =5 =0+ B0 5
y'() =2yt +y*() = ¥y (1) = 2y ()5 + Lut) =y (1), v/'(t) = =y (t)y (1) =
]. ]_ A
—u'(t) = 2u(t)¥ +1=d(t) = —2u(t)¥ — 1. Inmultim ecuatia cu e?'"t = 2 = o/(¢)t* +
d t? t
u(t)t = —t* = %(u(t)ﬁ) = —t? = u(t)t* = -3t C = u(t,C) = —3 T Ct? =
3 1
t,0) = ——— t,0)=c=——+-.A
y(, €) 3Ct*2—t:>x(’ ) 3Ct*2—t+t

1.8 Ecuatia Lagrange

Forma generala. O ecuatie diferentiala de forma

z(t) = to(a'(t)) + ¥ (2'(1)) (1.20)

in care p,¢ : R — R, functii de clasd C' pe R, ¢(r) # r,Vr € R, se numeste ecuatie
Lagrange. (este o forma nenormald).

Acest tip de ecuatie se poate integra folosind metoda parametrului. Ea consta in
determinarea solutiilor de clasi C? nu sub forma explicita = z(t) ci sub formé paramertica

t=1t(p)

L) reR

Rezolvarea ecuatiei Lagrange. Fie z o solutie de clasi C? a ecuatiei Lagrange. Derivam
ecuatia (1.20) membru cu membru si obtinem:

z'(t) = o(@'(t)) + ' (2'(£))2" (t) + ¢/ (2'(2)) 2" ().

Notéand 2'(t) = p(t) avem z”(t) = p/(t) si rezulta

p(t) = @(p(t)) + ' (p(t)p' () + ¢'(p(t))p'(t) <
@(t) _ o(p(t) — p(t)
dt te'(p(t)) + ' (p(t)

Presupunand ca p este inversabila i notand inversa ei cu t = t(p), ecuatia (1.21) se mai
scrie sub forma

(1.21)

dt ©'(p)

5P =2 =5t " oy =5 (1.22)



12 CAPITOLUL 1. ECUATII DIFERENTIALE REZOLVABILE PRIN CUADRATURI

Ecuatia (1.22) este o ecuatie diferentiald de ordin intai liniara si poate fi integrata prin
una din metodele prezentate in Teorema 1.1. Vom gasi t = 0(p,C),p € R si C o constanta
reala. Folosim ecuatia (1.20) deducem:

{ t=0(p,C)

©=0(p, C)p(p) +v(p) P © - (1.23)

Observatia 1.1 In cazul in care in (1.23) putem elimina parametrul p, obtinem solutia
generala sub forma implicita sau chiar sub forma explicita.

Exercitiul 1.12 Sa se determine solutia generala a ecuatiei
1
z(t) = 5tx’(t) + (2/(t))>.

Rezolvare. Derivam ecuatia Lagrange in raport cu t si obtinem notand z/(t) = p(t):

2 (t) = %x'(t) + %tm”(t) 2 ()2 (t) <

1 1
p(t) = 5p(t) + 5t (1) + 2p()p/ (1).
Facem schimbarea de functie p(t) «— t(p) si obtinem
1 1
t'(p) = —t(p) +4p| - - =
() p (p) +4p| p

d 1 1
—ltp)= | =4 =tp)==4p+C =tp) =4p*+Cp =
a ((p)p) (p)p P (p) =4p p

t(p) = 4p* + Cp
1
z(p) = 5(4p* + Cp)p + p?
Observam ca ecuatia admite i solutia z(t) = 0.A

1.9 Ecuatia Clairaut

Forma generala. O ecuatie diferentiala de forma

w(t) = ta'(t) + (2’ (t)) (1.24)

in care ¢ : R — R, functie de clasi C' pe R se numeste ecuatie Clairaut.

Ecuatia Clairaut se rezolva tot prin metoda parametrului.

Rezolvarea ecuatiei Clairaut. Fie = o solutie de clasi C? pe R a ecuatiei (1.24). Derivand
ecuatia (1.24) obtinem:

2'(t) = 2'(t) + t2" (t) + ¢/ (2 (1))2"(t) < 2" (1) (¢ + (' (t))) = 0.
Notand p(t) = 2'(t), ecua‘gia de mai sus este echivalenta cu
p(t) (t+ ' (p(t))) =
) r

(t
Daca p/'(t) =0 ezulta 2'(t) = c cu ¢ € R, gi inlocuind 1n ecuatia (1.24) obtinem
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2(t) = ct + 9 (t) (1.25)

numita solutia generala a ecuatiei Clairaut care, din punct de vedere geometric,
reprezinta o familie de drepte.
Daca t + ¢/(p(t)) = 0 deducem

t =—1'(p)
{ r=—p'(p) +u(p) PER

sistem care defineste parametric o curba plana numita solutia singulara a ecuatiei
Clairaut si care nu este altceva decat infaguratoarea familiei de drepte definite de (1.26)
(infaguratoarea unei familii de drepte este o curba cu proprietatea ca familia de drepte
coincide cu familia tuturor tangentelor la curba).4

(1.26)

Exercitiul 1.13 Sa se determine solutia generala a ecuatiei
x(t) = ta'(t) — (2'(1)*.

Rezolvare. Derivam ecuatia Clairaut in raport cu ¢ si obtinem notand z'(t) = p(t):

2 (t) = 2'(t) + ta"(t) — 22/ (t)2"(t) < 2" (t) (t —22'(t)) =0 < p'(t) (t —2p(t)) =0 =
Pit)=0=z{t)=ct+d=>ct+d=ct—c*=d=—c = z(t) = ct — ¢* care reprezinta
solutia generala a ecuatiei.

t—2p=0=t=2p=

t=2p
{$=ﬁ

care reprezinta solutia singulara a ecuatiei Clairaut. Ecuatia implicita a curbei este
2

t
x(t) = T Aceasta reprezinta o parabola. Tangentele la parabola duse prin punctul (g, x¢)

tt t2 to, t2
de pe parabola au ecuatia z +z¢ = 70. Dar zy = ZO == EO — ZO care reprezinta ecuatia
t
z(t)=ct—c*cuc= EO.A

1.10 Ecuatii diferentiale de ordin superior.

Vom prezenta cateva clase de ecuatii diferentiale de ordin n care, desi nu pot fi rezolvate
prin metode elementare, pot fi reduse la ecuatii de ordin strict mai mic decat n.

I. Ecuatii de forma

‘r(n)@) = f(t>=n > 2,
unde f : I — R o functie continud. Aceste ecuatii pot fi integrate complet, solutia lor
generala exprimandu-se prin n integrari succesive. Obtinem

z(t,cp,co, .. ,cn):/(/ (.../f(t)dt...)dt) dt+cit" Lot 24 eyt e,

C1,Coy ... ,Cp) ER™
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Exemplul 1.1 Sa se determine solutia generala a ecuatiei
) (t) = sint.

t2
Rezolvare. " (t) = — cost+c; = a/(t) = — sint+cit+co = x(t) = cos t+015+02t+03 =
t2
x(t,c1,co,03) = cost + c1— + cot + c3.A

II. Fie ecuatia de ordin n incompleta
F (¢, ) p*+D ,x(")) =0 (1.27)

unde 0 < k < n si F : Dom(F) C R"%+2 — R. Substitutia y(t) = *)(t) reduce aceasta
ecuatie diferentiala la una de ordinul n — &k cu functia necunoscuta y

F (t,y,y’, o ,y("_k)) —0. (1.28)

_ Sé presupunem ca putem determina solutia generala a ecuatiei (1.28), y = y(t, c1, ... cnt).
In aceste conditii, solutia generald a ecuatiei (1.27), z = (¢, c1,. .. ¢,) se obtine integrand
de k ori identitatea 2 = y.

Exemplul 1.2 Sa se determine solutia generala a ecuatiei

1
" = —Ex” + 3t,t > 0.

Rezolvare. Substitutia z” = y conduce la ecuatia diferentiala de ordin intai liniara

1
y = —Zy—l—?)t

a cirei solutie generald se obtine inmultind ecuatia cu e/ T =t= Yt = —y + 32 =
t3
(yt) =3t =yt = +c1 = y(1) ﬂ”% = a"(t) = t2+% = 2(t) = g +abt+eo=
¢ ¢4
z(t) = —=+c(tlnt —t) + cot + c3 = x(t,c1,¢9,¢3) = — + 1 (tInt —t) + cot + c3.A

12 12



Capitolul 2

Ecuatii diferentiale liniare de ordin n

2.1 Forma generala

Definitia 2.1 O ecuatie diferentiala liniara de ordin n este o ecuatie de forma:
() + ar(Hz" V(@) + -+ ana (D2 (1) + an(t)z(t) = () (2.1)

unde ay, g, ..., Gy, f sunt functic contiune de la un interval nevid deschis 1 in R, iar
xz € C"(I,R) este functia necunoscuta.

Daca in ecuatia diferentiald (2.1) avem f(t) = 0,Vt € I, ecuatia se numeste liniara
omogena de ordin n. In caz contrar ecuatia diferentiala (2.1) se numegte liniard neo-
mogena.

Problema Cauchy pentru ecuatia diferentiala liniara de ordin n :
Sa se determine functia z € C™*(I, R), I un interval nevid deschis in R astfel incat

M) = —a; ()" I(t) — - — an_1 ()2 (t) — an(t)z(t) + f(t) (2.2)
z(to) = Zoo, ' (to) = T10, ..., 2™ V(tg) = 21,0 ’
unde a1, as, . .. ,a,, f sunt functii contiune pe I, to, z;0 € R,i = 0, n.

Existenta si unicitatea solutiei problemei Cauchy: reamintim ca prin intermediul
transformarilor
(y17y27 s 7yn> = (*Ta ZJ? s ,x(n—l))
gty Yn) = (W2 s ¥n, ilt Y, 42, )
ecuatia (2.2) poate fi rescrisa echivalent ca un sistem de n ecuatii diferentiale de ordin intéi
cu n functii necunoscute:

(
Y1 = Y2
Ys = Y3
., - )
yn—l = Un
\ y;z = fl(t7y1ay2a s 7yn>
unde fl(t7 Y1, Y2, - - - ayn) = - (t)yn(t) - an—l(t>y2(t> - an(t)yl (t) + f(t)

15
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Teorema 2.1 Fie f,a; € C(I,R),i = 1,n. Pentru orice ty € 1, $i orice xy9 € R,i =0,n — 1
problema (2.2) admite solutie unica definita intr-o vecindtate suficient de mica a lui to.
2.2 Solutia generala a ecuatiei omogene

Consideram aplicatia:

£:CY(I,R) — C(L,R) (2.3)

definita de
L(z) =2 + a2V + ... a, 12 + a,z, Vo € CY(ILR),a; € C(I,R),i =1, n.
Observam ca ecuatia liniara omogena de ordin n se poate scrie de forma

L(x) =0,z € C"(I,R),q; € C(I,R),i =1,n. (2.4)

Definitia 2.2 Functiile x1,xs, ... ,z, € V se numesc liniar dependente pe [, daca exista
(1, . ycn) ER™ (c1,... ,¢n) # Orn astfel incat

ari(t) + ...+ cuxy(t) = Oy, Vt € L.

In caz contrar functiile x1, s, ... ,x, € V se numesc liniar independente pe I.

Propozitia 2.1 Daca x1, 23, ... , T, sunt n solutii liniar independente ale problemei (2.4),
atunci solutia generala a acestei probleme este de forma

n
z(t,cr, ... cq) = Zcixi(t); ¢ €Ri=1,n. (2.5)
i=1
Definitia 2.3 Daca functiile x1,xs, ... ,x, € V sunt liniar independente, atunci ele poarta

numele de sistem fundamental de solutii ale ecuatiei (2.4).

Observatia 2.1 Determinarea solutiei generale revine la determinarea unui sistem funda-
mental de solutii.

Definitia 2.4 Fie functiile x1,2s, ... ,z, € C" (I, R). Se numeste wronskianul acestor
functii determinantul:
xl DY l‘n
x/ DY l‘l
W[t,!l,‘l,l‘g,...,l‘n]: _1_ n
xgn—l) . xgln—l)
Teorema 2.2 Functiile r1,22,... ,x, € V sunt liniar independente daca si numai daca

wronskianul lor este diferit de zero, W [t, x1,xo, ... ,x,] # 0,Vt € 1.
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Teorema 2.3 (Teorema lui Liouville) Dacd x1,xs,... 2, € V atunci
t
— [ ai(s)ds
Wt x1, 2o, ... ,x,] = W lto, 21,29, ... ,x,]e 0 WVt el (2.6)

tar tg este un punct arbitrar, fixat din 1.

Propozitia 2.2 Oricare ar fi n functii din V, wronskianul lor este sau identic nul sau
diferit de zero in orice punct din 1.

Exercitiul 2.1 Sa se determine solutia generala a ecuatier
t22” — 5ta' +8x = 0,t # 0,
stiind cd admite ca solutii particulare z1(t) = t2, xo(t) = t*.

Rezolvare. Se verifica prin calcul direct ca x1(t) = 2 gi 5(t) = t* sunt solutii ale ecuatiei
date. Verificam daca sunt liniar independnte.
2t 5
op a3 | = 2t # 0.
Deci pe orice interval inchis din R \ {0} solutia generala este de forma
z(t,c1,c0) = cit? + ot 1,00 € R.A

w [t,l‘l,l’g] = ’

2.3 Solutia generala a ecuatiei neomogene
Consideram ecuatia diferentiala liniara de ordin n neomogena

L(z) = f;z€C"(,R), f,a; € C(I,R),i = 1,n. (2.7)

Teorema 2.4 Dacd x,(t,c1,...,c,) este solulia generald a ecuatiei diferentiale liniare
omogene de ordin n, (2.4), iar x,(t) este o solutie particulard o ecuatiei diferentiale liniare
neomogene de ordin n, (2.7), atunci

z(t,c1y. .. Cn) = To(t,C1y. ., Cn) + (1)

este solutia generala a ecuatiei diferentiale (2.7).

Deci problema determinarii solutiei generale a unei ecuatii diferentiale liniare neomo-
gene de ordin n, in ipoteza ca se cunoasgte un sistem fundamental de solutii, revine la
determinarea unei solutii particulare a ecuatiei neomogene. Metoda generala de aflare a
solutiei particulare a ecuatiei neomogene este cunoscuta sub numele de metoda variatiei
constantelor a lui Lagrange.
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n
Teorema 2.5 Dacd x,(t,c1,...,¢,) = Zcixi(t);ci € R,i = 1,n este solutia generald a
i=1
ecuatiei omogene (2.4), atunci o solutie particulard x, a ecuatiei neomogene (2.7) este de
forma

zp(t) = zn: Ci(t)zi(t), t €1, (2.8)

unde C{(t),... ,Cl(t) sunt solutii ale sistemului

Ci(t)z1(t) + - - + Cp(t)zn(t) =
Ci)z(t) + - - + Gtz () =

CiBzy" V() + -+ CL(Ba () = f(1)
Exercitiul 2.2 Sa se determine solutia generala a ecuatiei
t22” — bta’ + 8z =t,t # 0,
stiind cd admite ca solutii particulare z(t) = 2, zo(t) = t*.

Rezolvare. Ecuatia se scrie sub foma

) 8 1

Stim din Exercitiul (2.1) ca solutia generala a ecuatiei omogene este
To(t, c1, c0) = c1t? + ot 1, co € R. Cutdm o solutie particulard a ecuatiei neomogene de
forma z,(t) = C1(t)t* + Cy(¢)t*. Calculam derivatele lui z, i impunem conditiile precizate
in Teorema (2.5).

) (t) = C1(t)t? + C1(t)2t + Cy(t)t* + Co(t)4t® = C1(t)t* + Cy(t)t* = 0

z(t) = C1(t)2t + C1(t)2 + Cy(t)4t> + Cy(t) 12>

Inlocuim in ecuatia neomogena (2.10) si obtinem

1
Cr(1)2t + Cy(t)2 + Ch(£)4t® + Co(t)12t2 — 10C, (t) — 20C,(t)t* + 8Cy(t) + 8CH(¢)t? = T

Rezulta sistemul:

GOFFGOI=0 = | 6 1t ]
Ch(t)2t + Ch(t)4at® = - B gps 22 TRV o o
1 1 1, 1, ot ot ot
Cl(t) = 57, Colt) =~ = 2y(t) = t* = 5t S (1) = 5 — £ = (1) = 3

Solutia generala

t
x(t,c1, o) = cit? + ot + §.A
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2.4 Ecuatii diferentiale cu coeficienti constanti

Definitia 2.5 O ecuatie diferentiala liniara de ordin n cu coeficienti constanti
este o ecuatie de forma:

2™ (1) + a1z V(@) 4 -+ ap1 2 (1) 4 anx(t) = f(t) (2.11)

unde f este o functie contiunuda de la un interval nevid T din R, aq,...,a, sunt numere
reale, iar x € C*(I,R) este functia necunoscuta.

Daca in ecuatia diferentiala (2.11) avem f(t) = 0,Vt € I, ecuatia se numeste liniara
omogena de ordin n cu coeficienti constanti. In caz contrar ecuatia diferentiala (2.11) se
numeste liniara neomogena.

Definim functia liniara

L:C"(LR) — C(I,R)

L(z) =2™ + a2V + ... +a, 12" + anz.

Ecuatia diferentiala liniara omogena de ordin n cu coeficienti constanti poate
fi scrisa sub forma

L(z) =0,z € C"(I,R),ay,...,a, €R (2.12)

Ne propunem sa determinam efectiv solutia generala a unei ecuatii diferentiale liniare
de ordin n cu coeficienti constanti. Pentru aceasta cautam solutii ale ecuatiei (2.12) de
forma z(t) = e, X € R. Are loc relatia

L(eM) =eMP(\),t el (2.13)
unde
PA) ="+ N+ +a,. (2.14)
Polinomul P()\) se numeste polinom caracteristic, iar ecuatia
P(A) =0 (2.15)
se numeste ecuatia caracteristica atasata ecuatiei (2.12).

Teorema 2.6 Functia x(t) = e este solutie a ecuatiei (2.12) dacd si numai dacd este
solutie a ecuatiei caracteristice (2.15).

Teorema 2.7 Daca polinomul P(\) are n radacini (reale sau complexe) distincte, Ay, ... ,

An, atunci sistemul de functii (e)‘lt, e ,eA"t) este un sistem fundamental de solutii pentu
ecuatia (2.12).

Teorema 2.8 Sistemul de functii
(tPeM' |[0<k<n;—1,1<j<m) (2.16)

este un sistem fundamental de solutii pentru ecuatia (2.12).
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Observatia 2.2 Daci \; = «;+i0; este ridicini a ecuatiei (2.12) atunci deoarece tFetit =
tk (et cos B;+ie%t sin 3;) = t*e®it cos B;+it"e% sin 3; rezultd c& si t* e’ cos (3 si the! sin §;
sunt solutii ale ecuatiei (2.12). Deci asociem valorilor proprii A; si A; de ordin de multiplic-
itate cu n; urmatorul sistem de 2n; functii reale

(the®" cos B, t"e%" sin B; | 0 < k < n;) . (2.17)

Din independenta liniara a sistemului (2.16) rezulta independenta sistemului (2.17).

Exercitiul 2.3 Sa se determine solutia generala a ecuatiei

2"+ 32" — 2’ —3x =0,
z(0) =0,2'(0) = 1,2"(0) = —1.

Rezolvare. Cautam solutii ale ecuatiei de forma z(¢) = e*, A € R. Calculam derivatele
'(t) = N, 2(t) = MM 2(t) = MeM si le inlocuim in ecuatie. Obtinem ecuatia
caracteristicd A>+3X\2—=A—=3=0= (A+3)A-1)(A+1)=0= X\ = -3, =1, 13 = —1.
Observam ca radacinile ecuatiei caracteristice sunt reale si distincte, rezulta ca sistemul
de functii (w1(t) = 73" 25(t) = €', x3(t) = e7') este un sistem fundamental de solutii =
x(t, c1, o, c3) = cre73 + cpet + cze™. Determindm solutia particulard impunand conditiile
initiale:

z(0) =c1 +ca+c3 ci+cte3=0 ¢ =—1
:C/(O):—3C1+CQ—C3 = —3c1+c—c=1 = 02:%
$/0):901+02+63 9C1—|—CQ—|—03:—1 ng_i
o(t) = —ge 3 + 3! — e A
Exercitiul 2.4 Sa se determine solutia generala a ecuatiei
2 422" 4+ 2 =0,
Rezolvare. Polinomul caracteristic este: P(A) = (A2 +1)2 = Ao = —i,\34 = 4.

Observam ca radacinile ecuatiei caracteristice sunt complexe si multiple cu ordinul de mul-
tiplicitate 2.

Sistemul de functii (sint,cost,tsint,tcost) este un sistem fundamental de solutii. Re-
zulta solutia generald x(t, ¢y, co, c3,¢4) = ¢y 8int + cgcost + cgtsint + cut cost. A

Exercitiul 2.5 Sa se determine solutia generala a ecuatiei
V) — V) — ol 4 = 0.
Rezolvare. Polinomul caracteristic este: P(A\) = (N2 +1)(A+1)(A=1)2 = A\ = —i, Ay =

i,A3 = —1, Ay 5 = 1. Observam ca radacinile ecuatiei caracteristice sunt si reale si complexe,
simple si multiple.
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Sistemul de functii (sin¢, cost, e, e, te') este un sistem fundamental de solutii. Rezulta
solutia generald z(t, ¢y, ¢z, c3, ¢4, 5) = ¢y sint + g cost + cze™ + cue’ + cste’. A

Consideram cazul ecuatiei diferentiale liniare de ordin n neomogena cu coe-
ficienti constanti. Consideram ecuatia

L(z)=f,x € C"(LR),aq,...,a, € R, f e C([,R). (2.18)
Din Teorema 2.4 stim ca solutia generald a ecuatiei neomogene este z(t,cy, ... ,¢,) =
To(t,c1, ..., cn) + 2p(t) unde z,(t,c1,... ,c,) este solutia generald a ecuatiei diferentiale

liniare omogene de ordin n, (2.4), iar x,(t) este o solutie particulara a ecuatiei diferentiale
liniare neomogene de ordin n. In momentul de fata stim sa determinam efectiv solutia
generala z,(t,cy,. .. ,c,) a ecuatiei omogene atagate, iar din Teorema 2.5, aplicand metoda
variatiei constantelor lui Lagrange, putem determina z,(t). Astfel problema determinarii
solutiei generale a unei ecuatii diferentiale liniare de ordin n meomogenda cu coeficienti

constanti este complet rezolvata.

Exercitiul 2.6 Sa se determine solutia generala a ecuatiei

1 T

" =—t#(2k+1)=

SO cost’ 7 (2k+ )2
z(0) = 1,2/(0) = —1.

Rezolvare. Determinam solutia generala a ecuatiei omogene. Polinomul caracteristic
este PO\) = (A2 +1) = A\ = —i, \y =1 = ,(t,c1,02) = ¢y sint + ¢y cost.

Cautam o solutie particulara a ecuatiei neomogene folosind metoda variatiei constan-
telor.

Tp(t) = uy(t) sint + us(t) cost
x,(t) = ) (t) sint + uy (t) cost + uy(t) cost — ug(t) sint = ) (t) sint 4 u5(t) cost = 0
1
xy(t) = vy (t) cost —uy(t) sint — us(t) sint — us(t) cost = ) (t) cost — uy(t) sint = p—
cos

uy(t) sint 4 ub(t) cost = 0 sint  cost
u’(t)cost—u’(t)simt:L - A= cost —sint =-L
! 2 cost
0 cost sint 0
Ay = 1 ) =—1A, = 1 =tgt =
! —— —sint 2 cost ——
cost

(1) = 1200 = £ (8) = —tat = w(t) < [cost].

Solutia particulara a ecuatiei neomogene este z,(t) = tsint + cost - In|cost|. Solutia
generala a ecuatiei neomogene este:

x(t,c1,¢2) = crsint + cycost + tsint + cost - In|cost|.A

In aplicatiile tehnice apar probleme care necesita determinarea solutiei generale a unei
ecuatii diferentiale liniare neomogene cu coeficienti constanti in care functia f este un
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cvasipolinom sau o suma de cvasipolinoame. In aceste cazuri se poate determina direct o
solutie particulara a ecuatie neomogene folosind rezultatele ce urmeaza.

| forma lui f | z, | z, |
P0) =0,
PG)(0) £ 0
5t = 3 ut 5lt) = 03 it
i=0 i=0
(Exercitiul 2.7) (Exercitiul 2.8)
P(a) =0,
F(t) = et bt dacd P(a) # 0 dacd ¢ ) (0) =0
=0 PO () £ 0
z,(t) = e Z it zp(t) = the™ Z it
i=0 i=0
(Exercitiul 2.9) (Exercitiu 12.10)
P(if) = 0,
t) = P(t) cos Bt+ < s . U
fi-g(t) sin(ﬁ>t g daca P(if) # 0 atunci daca PE-D(i8) = 0
PC(if) #0
wp(t) =
p(t) = !
I . = t*[A(t) cos Bt+
gradP = n, o A(t).c'os Bt + B(#)sin 5t +B(t) sin Bt]
_ (Exercitiul 2.11) o
grad@ =m (Exercitiul 2.12)
unde gradA =
= gradB = max {m,n} unde gradA =
g ’ = gradB = max {m,n}
f(t)t: Pla+iB) =0,
= e®[P(t)cos ft+ | daca P(a+if3) # 0 atunci daca § 551 oy
+Q(t) sin 5] b et if) =0,
PY(a+if3) #0
wp(t) =
xp(t) = i s ot
L : = t°e™[A(t) cos Ot+
gradP = n, ¢ [A(?).COS Bt + B(t) sin 34 +B(t) sin Bt]
_ (Exercitiul 2.13) o
grad@ =m (Exercitiul 2.14)
unde gradA =
= gradB = max {m,n} unde gradA =
g ’ = gradB = max {m,n}

Facem observatia ca P, (), A, B sunt polinoame de grad care se specifica de fircare data.
Exercitiul 2.7 Sa se determine solutia generala a ecuatiei

2 — =1t
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Rezolvare. Determinam solutia generala a ecuatiei omogene: ecuatia caracteristica este
MN-1=0= )\1 = —1,)\2 =1= ZL‘O(t, Cl,CQ> = cle*t + Cget.

Cautam solutia particulara a ecuatiei neomogene. Observam ca A = 0 nu este radacina
a ecuatiei caracteristice, deci x,(t) = at® 4 bt 4+ ¢ = x7,(t) = 2at + b, z}(t) = 2a. Inlocuim
in ecuatia neomogena si obtinem:

20 —at? —bt —c=t*=a=-1,b=0,c= -2 = x,(t) = —t* — 2.

Solutia generald a ecuatiei date este: z(t,cy,cz) = cre™ + coet — t2 — 2.4

Exercitiul 2.8 Sa se determine solutia generala a ecuatiei
2V — 4g" = 8t2.

Rezolvare. Determinam solutia generala a ecuatiei omogene: ecuatia caracteristica este
M-XN=0= )\172 = 0, )\3 = 2, )\4 =-2= l‘o(t, C1, Cg, C3, 04) =+t + 036_2t + C4€2t.

Cautam solutia particulara a ecuatiei neomogene. Observam ca A = 0 este radacina
de ordin de multiplicitate doi a ecuatiei caracteristice, deci z,(t) = t*(at® + bt + ¢) =

x(t) = 4at® 4 3bt* + 2ct, x)(t) = 12at* + 6bt + 2¢, x)/(t) = 24at + 6, 2 (t) = 24a.

Inlocuim in ecuatia neomogena si obtinem:

1 1 1 1
24a — 48at? — 24bt — 8¢ = 8t? = a = _E’b: 0,¢c= 5= z,(t) = —t? (6752 + 5) :

1 1
Solutia generald a ecuatjiei date este: z(t, ¢, ca) = c1+cot+cze 2 +cye? —t2 <6t2 + 5) A

Exercitiul 2.9 Sa se determine solutia generala a ecuatiei
t" — 3a’ 4 2z = 8t?e¥.

Rezolvare. Determinam solutia generala a ecuatiei omogene: ecuatia caracteristica este
A2 — 3\ +2=0= )\1 = 1,)\2 =2= l‘o(t,01,02> = clet + 0262t.

Cautam solutia particulara a ecuatiei neomogene. Observam ca A = 3 nu este radacina
a ecuatiei caracteristice, deci

z,(t) = e3(at? + bt + ¢) =

) (t) = 3e® (at® + bt + ¢) + €* (2at +b)

zy(t) = 9e* (at® 4 bt + c) + 4€* (2at + b) + ¢*2a.

Inlocuim in ecuatia neomogena si obtinem:

1 1 1 1
24a — 48at? — 24bt —8c =8t* = a=—=,b=0,c= —= = ,(t) = —t* [ =t* + =
6 2 6 2
1 1
Solutia generald a ecuatiei date este: z(t, ¢y, cz) = cret + cpe? — t2 <6t2 + 5) A

Exercitiul 2.10 Sa se determine solutia generala a ecuatiei

2" — 6z’ + 9x = t?e™.
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Rezolvare. Determinam solutia generala a ecuatiei omogene: ecuatia caracteristica este
A2 — 6 +9=0= )\1 = )\2 =3= l‘o(t, C1, Cg) = cle3t + Cgt€3t.

Cautam solutia particulara a ecuatiei neomogene. Observam ca A = 3 este radacina de
ordin doi a ecuatiei caracteristice, deci

z,(t) = t2e3(at? + bt + ¢) =

) (t) = 3e (at* 4 bt* 4 ct?) + €* (4at® + 3bt* 4 2ct)

o (t) = 9e* (at 4 bt* + ct?) +6€* (4at® 4 3bt* + 2ct) + e (12at* 4 6bt +2c). Inlocuim in
ecuatia neomogeni, simplificim prin % si obtinem: 9 (at* + bt® + ct?)+6 (4at® + 3bt? + 2ct )+

(12at? + 6bt + 2¢) — 18 (at* + bt® + ct?) — 6 (4at® + 3bt? + 2ct) +
2 2
19 (at* + bt3 + ct?) = 82 = a = —g,b =0,c=0= m,(t) = _§t4,

2
Solutia generald a ecuatiei date este: z(t, ¢y, o) = c1€® + cote® — §t4.A

Exercitiul 2.11 Sa se determine solutia generala a ecuatiei
" — 62" + 9z = 10sint.

Rezolvare. Determinam solutia generala a ecuatiei omogene: ecuatia caracteristica este
AN —6A+9=0= X =Xy =3 = 1,(t,c1,02) = 13 + coted.
Cautam solutia particulara a ecuatiei neomogene. Observam ca A = ¢ nu este radacina
a ecuatiei caracteristice, deci z,(t) = asint + bcost = x,(t) = acost — bsint, x(t) =
—asint — beost. Inlocuim in ecuatia neomogena si obtinem: —asint — bcost — 6(acost —
8a + 6b =10 az%}.
3

—6a+8b =0
Solutia generald a ecuatiei date este: z(t, ¢y, o) = c1€3 + cote® + 5 sint + R cost.A

bsint) + 9(asint + bcost) = 10sint = { , cu solutia : {b =2,

Exercitiul 2.12 Sa se determine solutia generala a ecuatiei
2"’ +x = 10sint.

Rezolvare. Determinam solutia generala a ecuatiei omogene: ecuatia caracteristica este
N4+1=0= A\ =14, g = —i = x,(t,c1,¢2) = ¢y cost + cysint.

Cautam solutia particulara a ecuatiei neomogene. Observam ca A = i este radacina a
ecuatiel caracteristice de ordin de multiplicitate s = 1, deci z,(t) = t(asint + bcost) =
z,(t) = (asint +bcost)+ t(acost —bsint), x,(t) = 2(acost — bsint) +t(—asint — bcost).
Inlocuim in ecuatia neomogens si obtinem: 2(a cost—bsint)+t(—asint—bcost)-+t(asint+

bcost) = 10sint = { 2a =0 cu solutia : {b=—%,a=0}.

—2b=10"

1
Solutia generala a ecuatiei date este: z(t, c1, ca) = ¢1 cost + casint — tg sint.A

Exercitiul 2.13 Sa se determine solutia generala a ecuatiei

2" 4+ = 10e! sin t.
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Rezolvare. Determinam solutia generala a ecuatiei omogene: ecuatia caracteristica este
N+1=0= A =i, \y = —i = z,(t,c1,c0) = c; cot s + ey sint.

Cautam solutia particulara a ecuatiei neomogene. Observam ca A = 1 + ¢ nu este
radacina a ecuatiei caracteristice, deci x,(t) = e'(asint + bcost) = z(t) = €'(asint +
beost) + e*(acost — bsint), 7 (t) = 2¢*(acost — bsint) + e'(—asint — beost). Inlocuim in
ecuatia neomogena si obtinem: 2ef(a cost—bsint)+e'(—asint—bcost)+e'(asint+bcost) =

10et sin t = { 2a =10

ia : = _1 4=
_op—10 M solutia : {b=—1,a=0}.

1
Solutia generald a ecuatiei date este: x(t, ¢y, cy) = ¢1cost + cosint — etg sint.A

Exercitiul 2.14 Sa se determine solutia generala a ecuatiei
z" — 22" + 2z = 10e't sin t.

Rezolvare. Determinam solutia generala a ecuatiei omogene: ecuatia caracteristica este
N=22A+2=0=> XA\ =1+i, A =1—1= x,(t,c1,c2) = cre cost + cye’ sin t.
Cautam solutia particulara a ecuatiei neomogene. Observam ca A = 1+ ¢ este radacina
a ecuatiei caracteristice de ordin de multiplicitate s = 1, deci x,(t) = te'((at + b) sint +
(mt +n)cost) =
z;,(t) = e’ ((at 4 b) sint 4 (mt + n) cost) + te' ((at 4 b) sint + (mt + n) cost) +
te' (asint + (at + b) cost + mcost — (mt + n)sint)
zy(t) = 2¢' ((at + b)sint + (mt +n) cost) +
e' (asint + (at + b) cost + mecost — (mt + n)sint) +
te' ((at 4 b) sint + (mt +n) cost) +
te' ((at 4+ b) cost + mcost — (mt + n)sint) +
e' (asint + (at +b) cost +mcost — (mt +n)sint) +
te' (asint + (at + b) cost +mcost — (mt + n)sint) +
te' (acost + acost — (at + b)sint — msint — msint — (mt + n) cost)
Inlocuim in ecuatia neomogena si obtinem:
" — 22" + 2z = 2¢" ((at + b) sint + (mt + n) cost) +
e' (asint + (at +b) cost +mcost — (mt + n)sint) +
te' ((at +b)sint + (mt 4+ n) cost) +
te' ((at +b) cost +mcost — (mt +n)sint) +
e’ (asint + (at + b) cost +mecost — (mt + n)sint) +
te! (asint + (at + b) cost +mcost — (mt +n)sint) +
te' (acost + acost — (at + b) sint — msint — msint — (mt + n) cost)
—2(e" ((at + b) sint + (mt + n) cost) + te' ((at + b) sint + (mt + n) cost) +
te' (asint + (at +b) cost +mcost — (mt +n)sint))+
2(te!((at + b) sint + (mt + n) cost)) =
2¢fasint + 2e’ (cost) b — e’ (sint) at + 2e'm cost — 2e’ (sint) n + 4e’ (cost) at —4e (sint) mt
2¢tasint+2e’ (cost) b—e (sint) at+2e'm cost—2e" (sint) n+4et (cost) at —4e* (sint) mt =
10te’sint = b=2,m=—-2=

[\ (o
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Solutia generala a ecuatiei date este:
z (t) = Ze'tcot s — 2€t (sint) 12 4 cie’ cost + cael sint.
Urmatorul exercitiu este o aplicatie la principiul superpozitiei.

Exercitiul 2.15 Sa se determine solutia generala a ecuatiei
2" — 9z = e cost + te 3 + 12

Rezolvare. Determinam solutia generala a ecuatiei omogene: ecuatia caracteristica este
N—9=0= )\ =3, = —-3= z,(t,c1,c) = 13 + coe7 3.

Cautam solutia particulara a ecuatiei neomogene. Utilizand principiul superpozitiei,
notdm fi(t) = e¥cost, fo(t) = te™3, f3(t) = t* si determinam solutii particulare ale
ecuatiilor " — 9z = f;, i = 1,2, 3. Fie ele x,,. Atunci z, = xp, + p, + Tp,.

Consideram pe rand ecuatiile: 2” — 9z = e¥ cost, 2" — 9z = te 3!, 2" — 9z = ¢,

Fie ecuatia 2" — 9z = €* cost. Atunci z,, (t) = ae® cost+be* sint. z7, (t) = 3ae® cost —
ae* sint 4 3be* sint + be* cost, x7 (t) = 8ae™ cost — 6ae* sint + 8be* sint + 6be™ cost.

Inlocuim in ecuatia neomogena si obtinem:
8ae® cost — 6ae3 sint + 8be3! sint + 6be® cost — 9(ae® cost + be3l sint)
= —ae3t cost — 6ae3 sint — be® sint + 6be> cost =

—ae3t cost — 6ae3t sint — be3t sint + 6be3t cost = €3 cost

—a+6b=1 :
{ Ca—b_0"" {a=—-%b=2L} = 2, (t) = —%e¥ cost + Se¥ sint.
Consideram ecuatia 2” — 9z = te=3. Deoarece X = —3 este radicini de ordin intai a
polinomului caracteristic, atunci z,, (t) = t(ct + d)e 3"
_ -3 2 -3 903 -3 -3

xr, (t) = (2ct +d) e =3 (ct® + dt) e, x7 (t) = 2ce™*' =3 (2ct +d) e™* =3 (2ct +d) e~ +
9(ct? + dt)e 3

2ce ™3 — 3 (2ct + d) e — 3 (2ct + d) e + 9(ct? + dt)e 3 — 9((ct® + dt)e ) = te

2ce™3t — 1273t — 6e73d = te ™3t =

—12c=1 1 1 1 1y,-3

{ 2% — 6d = 0 = {d: —35:C= _E} :>$p2<t) :t(—ﬁt— %)6 t,

Consideram ecuatia 1 — 9z = t* = 1z, (t) = mt* +nt+p, ) (t) = 2mt+n, 2} (t) = 2m

2m + 9(mt? + nt +p) = * =

I9m =1
In =20 :{n:O,m:%,p:—%}é
2m+9p =0

Ty (t) = 872 — &.

Solutia generald este: z(t,ci,c2) = c1€® + coe™ — Le¥cost + SePsint + t(—75t —
Ljed 4 12— 2 4

Etapele de rezolvare a unei ecuatii diferentiale de ordin superior cu coeficienti
constanti sunt:

-determinarea polinomului caracteristic,

-scrierea solutiei generale a ecuatiei omogene tinand seama de natura radacinilor poli-
nomului caracteristic,
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-determinarea unei solutii particulare a ecuatiei neomogene fie cu metoda variatiei con-
stantelor fie, daca este posibil, utilizand forma particulara a termenului liber,
-sumarea celor doua solutii.

2.5 Ecuatia liniara de ordinul doi

In acest paragraf, vom expune cateva chestiuni care nu sunt neaparat specifice ecuatiei
liniare de ordinul doi, dar care in acest cadru particular isi dovedesc utilitatea intr-un
mod mai evident. Prima dintre ele este reducerea ordinului ecuatiei cu o unitate,
atunci cand se cunoaste o solutie particulara care nu se anuleaza pe intervalul
de definitie.

Fie ecuatia

() + p(t)2'(t) + q(B)z(t) = 0, t el (2.19)

in care coeficientii p si ¢ sunt functii reale continue pe intervalul I; se presupune g(t) # 0.
Fie © = x1(t) o solutie particulara care nu se anuleaza pe acest interval. Fara a micsora
generalitatea se poate presupune x(t) > 0 pentru ¢ € I.. Pentru a rezolva problema se face
schimbarea de functie z(t) = x1(t)z(t) si se reduce ordinul ecuatiei cu o unitate, adica la o
ecuatie de ordin intai care poate fi rezolvata.

Exercitiul 2.16 Sa se determine solutia generala a ecuatiei

1 1
.I',I+t—2$/—t—3$:0, t>0

care admite solutia particulara z,(t) = ¢.

Rezolvare. Facand substitutia z(t) = z1(t)z(t) = tz(t), in care z = 2(t) va fi noua
functie necunoscuta, gasim, dupa inlocuirea lui 2'(t) = 2(t)+t2'(t) sia 2" (t) = 22/(¢)+t2"(2).
Inlocuim in ecuatie si obtinem:

22/ (t) + 12" (t) + #2(t) + 512/ (1) — tz(t) = 0= t2"(¢) + (2+ 1)2/(t) =0

Notam 2/(t) = u(t) = t/'(t) + (2 + T)u(t) = 0 = L 2010t = Inu = —2Int +

= du = _

¢

%%—}ncl = u(t)t2 = cret = u(t) = Se Fet = 2(t) = —etey 4 ¢ = a(t) =
—tetcy + cot.

In continuare, vom ariita cum poate fi simplificata integrarea ecuatiei liniare de
ordinul doi, in ipoteza ca se cunoaste o solutie, ce nu se anuleaza, a asa numitei
ecuatiei adjuncte.

Vom defini

L:C*(I,R) — C(I,R)

L(z) = 2" + pz’ + qz.
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Vom face ipoteza suplimentard p € C*(I, R). Ne propunem s# calculam integrala

/@@Mﬂwwd#=/y@hﬂﬂ+p®f@%+ﬂdedt

in care y € C*(I,R) este o functie fixatd. Integrand prin parti, vom obtine

YL & =0k () () - p)t)+
L2l (1) — ((e)y(e)) + a(t)y() dr. (2.20)

iar daca notam cu L*y functia data de egalitatea
(Lry) () =y"(t) — () ()" + a(t)y(t)

am definit un operator
L£*:C*(I,R) — C(I,R),
care se va numi adjunctul operatorului L.
In acest caz rezolvarea problemei se face astfel:

e se calculeaza L*y.

e se calculeaza
/(yﬁm —xL'y)dt =yx' — (y —py)z +c, (2.21)

in care ¢ este o constanta arbitrara. Sa presupunem acum ca y;(z) Z 0 este o solutie
particulara a ecuatiei adjuncte L*y = 0, atunci

/y1 Lxdt =yx' — (y) — py1)x + c.

Deoarece cautam o solutie a ecuatiei Lz = 0 rezulta ca ecuatia Lx = 0 este echivalenta
cu

' — (yy —p)r =1 (2.22)

in care ¢ este o constanta reald arbitrara. Ecuatia (2.22) este liniara de ordinul intéi
in necunoscuta x si poate fi scrisa in forma echivalenta

1 “
r = (——p) T+— (2.23)

care este o ecuatie diferentiala de ordinul intai liniara.

e se rezolva ecuatia diferentiala de ordinul intai liniara 2.23 si vom obtine solutia gen-
erala a ecuatiei Lx = 0 care va depinde de doua constante c; si co. Luand pe rand
co =1sicg =0, apoicg =0sgic; =1, se obtin doua solutii liniar independente ale
ecuatiei (2.19) si anume:
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2(t) = pi(t)e IPO* £0

si respectiv

ra(t) = [ saaye! 0 dt] (1) 17O = (1) [ el 7O ]

Calculam wronskianul acestor doud functii W [t, z1, 25| # 0,deci 27 si x5 sunt liniar
independente si putem scrie solutia generala.4

Exercitiul 2.17 Sa se rezolve ecuatia diferentiala

2 (t) — 42’ (t) + (4¢° — 2)x(t) = 0

stiind ca o solutie particulara a ecuatiei adjuncte este y;(t) = et

Rezolvare. Notam Lz = 2"(t) — 4tz'(t) + (44> — 2)z(t).

Calculam L£*y integrand prin parti: [yLadt = [y(2” — 4ta’ + (42 — 2)z)dt = ya' —
[y dt — dtwy+ [(dty) zdt+ [(462 —2)zdt = yo' —y'z+ [ y"xdt — dtzy + [(dy+ 4ty )xdt +
J (482 = 2)yadt = [(y" + 4ty + (42 + 2)y)adt + ya' — (v + 4ty)x

Rezulta [yLadt = [xLrydt + yz' — (¥ + 4ty)z.

Facem in aceasta relatie y = y; si deoarece L*y; = 0 iar problema este de a determina
acel z solutie a lui Lz = 0 rezulta e ¥ 2/ —(—=2te ™ +4te ™)z = ¢; => e Va'—2te V2 = ¢, =
(e_th)’ = =elr=ct+c = x(t,c1,09) = etQ(clt +c2).A

O alta chestiune foarte interesanta relativ la ecuatia liniara de ordinul doi este asa
numita problema cu ”conditii bilocale”, care se rezolva cu ajutorul functiei lui Green.
Consideram din nou ecuatia

" +p(t)a’ +qt)r = f(t),t €l (2.24)

in care coeficientii p, q si termenul liber f sunt functii continue pe intervalul I. Problema
care se pune este de a determina solutiile care satisfac doua conditii

(1) cqz'(a) + awx(a) =0

(2) Bua’() + Baa(b) = 0 (2:29)
unde a < b sunt doua puncte din I si unde am presupus
|| + || > 0, [B1] + |G| > 0.
Consideram ecuatia omogena atasata
Lr=2"4+plt)r +qt)x=0,tel (2.26)

si vom cauta pentru aceasta solutii care sa satisfaca conditiile la limite (2.25).
Algoritmul de rezolvare a problemei bilocale.
Rezolvam ecuatia omogena Lz = 0 cu conditiile (2.25).
Sunt posibile numai doua cazuri gi anume:
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(a) ecuatia Lx = 0 cu conditiile (2.25) admit numai solutia banald z = 0;
(b) ecuatia Lz = 0 cu conditiile (2.25) admit si solutii nebanale.

Presupunem ca suntem in cazul (a): ecuatia Lz = 0 cu conditiile (2.25) admite
numai solutia banala z = 0. Vom considera un sistem fundamental de solutii x, x5 ale
ecuatiei Lz = 0 si vom alege solutiile astfel:

- 7 sa satisfaca conditia (2.25)-(1), iar xo sa satisfaca conditia (2.25)- (2). Cautam
solutia problemei noastre cu metoda variatiei constantelor

z(t) = c1(t)z1(t) + co(t)z2(t), t €1

si ajungem la relatiile

din care rezulta

1+/WZ s)ds, cy(t) =5+ W<8)f(s)ds

) i ) fiind constante arbitrare, care urmeaza sa fie determinate ulterior. Solutia generald
a ecuatiei Lx = f este

z(t) = Az (t) + Swa(t)+
¢ b

X FARE X ol s 2.27
+ [ ) ds + [ 24 () ds (2.21)

a t

in care W = W (t, x1, x2) este wronskianul solutiilor x; §i 5 ale ecuatiei Lz = 0. Impunénd
functiei x = z(t) si verifice ambele conditii (2.25), gasim cd ¢ si ¢ se determind in mod
unic gi anume ¢ = ¢§ = 0. Prin urmare, in cazul (a) avem solutie unici pentru ecuatia
(2.24), cu conditiile la limite (2.25), data de formula (2.27) in care ¢ = ¢ = 0. Putem

scrie

/G (t,s)f(s)ds,t € [a,b] (2.28)

in care functia continua G = G(t, s), numita functia lui Green, are urmatoarea expresie

x2(t)z1(s)
we) 0SSt
G(t, s) = (2.29)
z1(t)z2(s)
R
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si este definita pentru (¢,s) € I x 1.

Presupunem ca suntem in cazul (b): ecuatia Lz = 0 cu conditiile (2.25) admite si
solutii nebanale. Alegem solutiile particulare ale ecuatiei Lx = 0 astfel:

-z1(t) sa verifice ambele conditii (2.25) si lui 2(f) nu i se impun conditii la limita, astfel
incat z1(t) si xo(t) sa fie liniar independente. Evident, solutia generala a ecuatiei Lx = f
va fi data tot de formula (2.27) si impunand lui  conditia sa satisfaca (2.25)-(1), vom gasi
din nou ¢ = 0. Impunand si conditia (2.25)-(2), obtinem relatia

(61 2 (b) + B2 351(51))4;7

B0+ Rama(8) [ () ds= o

a

(2.30)

Deoarece paranteza care Inmulteste pe ¢! este nuld, iar paranteza care inmulteste integrala
este nenuld (spre deosebire de cazul (a)), rezultd ca o conditie necesara si suficienta ca
aceasta relatie sa fie verificata este ca

y z1(s)
W(s)

a

f(s)ds= 0. (2.31)

Conditia precedenta, pe care trebuie sa o satisfaca f pentru ca ecuatia Lx = f cu conditiile
(2.25) sa aiba solutie, nu depinde in nici un fel de solutia particulara xs a ecuatiei Lz = 0,
daca ne amintim ca in expresia wronskianului intra numai coeficientul p al ecuatiei (2.26).
Intr-un anumit sens, putem spune ca ea este o conditie de ”ortogonalitate” intre functia f
si solutiile problemei (2.26)- (2.25). In ipoteza cil are loc (2.31), daci G(t, s) este din nou
functia definita prin aceeasi relatie (2.29) ca si in cazul (a), putem spune ca functia

b

2(t) = / G(t, 5)f(s)dsit € [, (2.32)

a

este o solutie particulara a ecuatiei Lx= f, satisfaicand ambele conditii (2.25). Daca tinem
seama cd din relatia (2.30) nu rezultd nici o restrictie pentru ¢, putem scrie multimea
tuturor solutiilor problemei (2.24)-(2.25) in forma

() = ez (t) + / G(t, ) f(s) ds,t € [a, ] (2.33)

a

in care c este o constanta arbitrara. Putem rezuma cele prezentate mai sus, enuntand

Observatia 2.3 In cazul ecuatiei

2 +Qt)x=0,tel
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wronskianul a doud solutii oarecare este constant, deci conditia de ortogonalitate (2.31) se

scrie In forma mai simpla
b

/ w1(t) f(1) di=0

a

Exercitiul 2.18 Sa consideram problema
" +z = f(t),z(0)=0,z(r) = 0. (2.34)

Se vede ca ecuatia omogena x” + x = 0, cu aceleasi conditii la limite, are solutia nebanala
x1 = sint. Conditia necesara gi suficienta de compatibilitate este

/Wf(t)sintdt =0
0

Dacé este indeplinitd, luim x5 = cost si tinand seama de (2.27), in care punem ¢y = 0,
gasim ca solutiile problemei (2.34) sunt date de formula

t s
x(t) = csint — / (cost sins) f(s)ds —/ (sint coss) f(s)ds
0 t
in care ¢ este o constanta arbitrara. Desigur, pentru ¢ € [0, 7|, putem scrie
x(t) = csint —|—/ G(t,s) f(s)ds
0

unde functia G este definita prin

—costsins, s<t
G(t,s)—{ —sintcoss, s>t



Capitolul 3

Sisteme diferentiale liniare de ordinul
intai

3.1 Solutia generala a unui sistem diferential liniar
omogen

Consideram sistemul diferential omogen
y(t)=At)y(t),tel (3.1)

Notam cu V multimea solutiilor sistemului (3.1) definite pe 1,
V={yeC(LR"),y () =A{t)y()}.

Teorema 3.1 Multimea solutiilor sistemului (3.1) definite pe 1 este spatiu liniar peste R,
adica (V,+, -, R) este spatiu liniar i dimg V = n.

Observatia 3.1 Din Teorema 3.1 rezulta ca daca Xi(t),i = 1,n este o baza in V, orice
solutie y€ V se exprima in mod unic ca o combinatie liniara de elementele bazei, adica 3
(c1,...,¢,) € R™ unic determinat, astfel incat

y(t) =cay'(t) + ey’ (t) + ... + cny"(t),Vt € L. (3.2)

O probleméa importanta in studiul sistemului (3.1) este aceea de a determina cel putin
o bazi in multimea solutiilor sistemului. In general nu se cunosc metode de de-
terminare a unei astfel de baze cu exceptia cazului in care matricea A este
constanta.

In continuare vom prezenta o metodi de verificare daci n solutii ale sistemului (3.1)
sunt liniar independente.

33
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Definitia 3.1 Fie y* = ?42 ;i = 1,n, n solutii ale sistemului liniar omogen (8.1).
Un
Matricea
we=| 2R
Un Yn Y

se numeste matricea Wronski a solutiilor y*,i = 1,n, iar functia scalard

%% [t,yl,... ,Xn} = det W (t),

se numeste wronskianul solutiilor precizate.

Definitia 3.2 Sistemul de functii y* € V,i = 1,n se numeste sistem fundamental de
solutii ale sistemului (3.1) daca el constituie o baza in V.

Definitia 3.3 Matricea asociata unui sistem fundamental de solulii ale sistemului (3.1)
poartd numele de matrice fundamentala a sistemului (3.1).

Observatia 3.2 Sistemul (3.1) are o infinitate de matrici fundamentale. Aceasta rezuta
din observatia ca spatiul solutiilor sistemului (3.1) are o infinitate de baze.

Daca W (t) este o matrice fundamentala a sistemului (3.1) atunci solutia generald a
sistemului (3.1) este data de

y(t.c) = W(t)c, (3.3)
pentru V¢t € Tsi ¢ = (¢1,... ,¢,) € R™

Teorema 3.2 (Liouville). Wronskianul a n solutii particulare ale sistemului (3.1) satisface
relatia:
Wy fyrato

Y =Wty .y e Vi, to € T. (3.4)

Observatia 3.3 Din Teorema 3.2 rezulta ca daca matricea A este de ordin n, wronskianul
a n solutii fundamentale ale sistemului liniar omogen este sau identic nul pe I sau diferit
de zero pe acest interval.

Teorema 3.3 Daca matricea A este de ordin n, atunci solutiile Xl, <., Y" sunt liniar
mdependente daca si numai daca W [t,Xl, e ,X”] #0,Vt €I
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Exercitiul 3.1 Se considera sistemul

, 4 4
Z/1—¥y1—t—2y2
,telcC(0,00).
1
y’2=2y1—;yg

. . y g 1 21 y o
Sa se verifice ca functiile Xl = ( ; ) ’X2 =\ ) formeaza un sistemi fundamental

de solutii al sistemului dat, sa se scrie matricea fundamentalad si sa se scrie solutia generald.

VY 1 - DU
Rezolvare. Verificam ca Xl = ( ; ) este solutie. Inlocuim intai in sistem y; = 1,y =

t = A A
0=--1-— ) -t 2t2
t f , deci sistemul este verificat. Analog procedam pentru X2 = ( 3 ) .
1=2-1— 7 t
Pentru a arata ca Xl, XZ sunt solutii fundamentale ale sistemului dat calculam wron-
. 1 2t o . ..
skianul: W [t,y',y?] = ; t:f ‘ = —t3 # (0 = formeaz4 un sistem fundamental de solutii.
: y 1 2t
Matricea fundamentala: W (t) = ¢ g3

Solutia generala:

1 2t2 1 2t? c
yi(t,c1,0) = ayt(t) + cy?(t) = ¢ +e| 3 = 3 ok
< = = t t t t Coy

3.2 Solutia generala a unui sistem neomogen

Consideram sistemul liniar neomogen (??). Vom prezenta o metoda de determinare a solutiei
generale a sistemului neomogen cu ajutorul solutiei generale a sistemului liniar omogen
atagat.

Teorema 3.4 Fie W (t) o matrice fundamentald a sistemului (3.1) si fie z o solutie par-
ticulard a stemului (77). O functie y : I — R" este o solufie generald a sistemului liniar
(??) daca si numai dacd y este de forma

y(t,c) = W(t)c + z(t) (3.5)

Consideram problema Cauchy

S @9
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Teorema 3.5 Daca W este o matrice fundamentala a sistemului omogen (3.1), atunci
solutia problemer Cauchy este data de formula:

y(t) = W)W (to)y, + W(t) /W s)b(s)ds,Vt €T (3.7)

3.3 Metoda matriceala

tA

d
Deoarece matricea 2 verififica sistemul (3 1) E( eld) =Aetd = AVt € 1.

si dete # 0 rezulti ca matricea e este o matrice fundamentald, deci putem scrie
W (t) = €& si inlocuind in rela§1a (3.7) obtinem:

y(t) = e hy + etA/eSAb(s)ds,Vt el

to
echivalenta cu

t
y(t) = el oAy / e=9Ab(s)ds, Vt € 1. (3.8)

to

Daca nu avem date conditiile initiale, solutia generala este data de relatia

y(t,c) = edc + 4 / e Ab(t)dt,Vt € 1. (3.9)

Prin analogie cu formele matricei exponentiale, reamintim ca
I. daca A este matrice diagonala, A =D

A O e 0 etr o 0
A
D_ 0 X - 0 D _ 0 e ... 0
0 0 An 0 0 elAn
I1. daci A este diagonalizabils, D = P AP, atunci
A — PetDP1
III. daca A este celula Jordan corespunzatoare valorii proprii A
A1 -0
A=J= 0 A 0
ce 1
0 O A
tn—l
ey — MLHE, o |1y LE —E2 -+ w

E
1! 21~ (n—1)—"
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A nt
10 2! n—1)!
v =
1! (n—23>!
A tn—
0 0 0 1
IV. daca
J; 0 et 0
J elds
A== N o=
0 0 etds

V. dacid A admite forma Jordan, J = P"'AP, atunci
etA = PetdP 1,

Exercitiul 3.2 Sa se determine solutia generala a sistemului diferential

Yy = Y1+ Ya
Yo = Yo
Ys = Y3 — 2ys
Yy = Y1 — 2y3 + 5ys
Rezolvare.
Matricea sistemului este:
1 0 O 1
01 0 O
A= 00 1 =2
1 0 -2 5
0 00O -1 0 2 1
) ) . _ 0100 . 1 0 1 00
Matricea A este diagonalizabila, D = 00 10 ,dar P = 3 01 -2 |-
0 006 1 00 5
19 1 1
°o 1 0 0
Pi=| 5 , 5 _1
40 20 0
L g 4L =X
0 20 40
Deci
-1 0 21 10 0 0 -+ 0 1+ 1
0 1 00 0 e 0 0 0 1 0 0
¢* = BTP 3 01 =2 00 ¢ 0 oy 3 L
1 005 00 0 € = 0 —% &
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1, 17,.¢ , 1 6t 1, 3.t 1.6 _ 1 1 ¢, 7 6t
g T 20¢ T 16¢ Ot 11t 10¢ ~ ¢ s ~20¢ T ¢
0 e 0 0
3, 17t 1 6t 33,0 1.6t 3 _ 1,t_ 1.6t
s 406 | 6%06 0 3 +120€ 1"‘6106 8 1406 - 6t20
+ q 1 Ze 3 -+ g@
Dec1 solu’gla generala este
1, 17t , 1 6t 1, 3.t 1.6t _1 1 _t, 7 6t
N s T 20¢ T 16€ Ot 11T 1€ — € s~ 30¢ T 16€ G
Yo - 0 e 0 0 Co _
=1 3,17t 1 6t 3 . 3.t , 1 6 3 _ 1.t T 6t =
5 sl Ee ) +12°€ P S R
y4 + 6 0 Z — Ze 3 + ge Cyq
—c+ ce+ ceﬁt——c+ et — Legeft — Loy — cet+7ce6
1 1 40 37T 10€ 2043 8§47 04 4
6 CQ
= _3 17 .t 6t 3 6t _ 7 6t =
g€+ pae 20016 + 03—1— 20036 + 10036 + 04 40646 50C4€

1
—z01+ 1 0166t+ 1oy — 103e® + 1 C4+ Tl
1 16t 1T ____16t S 1, 1o
(5 T 35¢™ + 3¢ )cl—l—( + 5€' — 5g¢€ )03—|—( s — 35¢ +15¢%)c
€C2
3
e ey + (Z+2—06+ + (2 — Let — Lebt)ey

6t) ) 3
+ ze%)er + (1 — % 6t)03 + (5 + £e%)ey

(—2 3 +1 17 ot — %
(=5
Exercitiul 3.3 Sa se determine solutia generala a sistemului diferential

Yi =92

Yy = —4y1 + 4yo

Y3 = —2y1 + Y2 + 2y3

Rezolvare.
Matricea sistemului este:
0 10
A=| -4 4 0
-2 1 2
Matricea A admite forma Jordan si obtinem
1 01 e2t te?t 0 0 0 1
eA=1 21 2 0 €e* 0 -2 1 0 =
100 0 0 e 1 0 -1
—2te?t 4 2t tet 0
= —4te?t e e 0
92t o2t o2t
Deci solutia generala este
m —2te? + et te?t 0 c1 —2cite® + cie? + te?lcy
v | = —4te?t 2te?t + e 0 ca | = | —dejte® + 2te*cy + coe?
Y3 —2te?t tet et 3 —2c;te?t 4 te?cy + ey

Exercitiul 3.4 Sa se determine solutia generala a sistemului diferential
Y1 = Y1 + 2y2 — 3ys + 2€*
Yy = Y1 + Yo + 2y3 — 2%
Yh = y1 — Yo + dys + 2te*
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Rezolvare.
Matricea sistemului este:
12 -3 22t
A= 11 2 b(t) = —2e*
1 -1 4 2te?
Calculam matricea exponentiala
1 -4 1 e? e Lo -3 -7 3
A= -1 3 0 0 ¥ te -1 -2 1 | =
-1 3 1 0 0 e 0 -1 1
2 _ o2 et _ 1422t —3te2t 4 14202
_ tezt e2t — te2t 4 %t262t Qe2t _ %t262t _
te2t —te?t %t2e2t et 4 2tet — %t262t
—e* (=141) —3te* (—4+1) te? (=6 + 1)
= te? se? (2 -2t +1%)  —ste* (—4+1)
te? ste? (—2+1t) —ge* (—2— 4t +t?)
Folosim formula (3.9).
e (14+t) —ste?(4+1) 1te™ (6 + 1)
e A = —te e (242t +1t%)  —ste* (4+1)
—te 2 te™ (24+1) e (2—4t—¢?)
—e? (=1+1t) —ite® (—4+1) te? (—6 + )
y(t,c) = tet Tt (2-2t4+12)  —ste? (-4 +1)
te?t ste? (—2+1)  —1e (-2 -4t +1?)
1 e (14+t) —sgte 2 (4+1) ste 2 (6 + 1) 2¢e%
e |+ / —te™®  le (242t +¢%)  —ste M (4+1) —2e% | dt | =
cs —te™ te7(2+1) e (2—4t—t?) 2te?
—e* (=141) —3te* (—4+1) te? (=6 +t)
= te? 2e* (2 — 2t + t?) 1t62t (—4+1)
( te? ste? (=2 + 1) ée —2 — 4t + t?)
el 2t + 312 + 13 + t4
: o |+ =262 -2t — 5t3 ia
cs 42 5t3
2t (—1+t) 1t62t 4—|—t 1t€2t 6+t>
= te? 1e Z (2-2t+ t2 1te2t (—4+1)
te2t ite? (-2+1t) -3 o (=2 — 4t +t2)

¢+ 2t + 3% + It +
cp — 202 — 2t — 513 — t?
2 543 144
Cg—t —gt _Zt

3.4 Metoda valorilor si vectorilor proprii

Uneori aplicarea unei formulelor de mai sus pentru gasirea unei matrice fundamentale se
poate dovedi un lucru dificil, care poate fi evitat, cel putin in cazul cand ordinul matricei
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A nu este prea mare.
Consderam sistemul diferntial liniar de ordin intai omogen de forma (3.1),

y'(t) = A(t)y(t) (3.10)

Vom cauta o solutie particulara pentru acest sistem de forma

y(t) =ue*,ueC",reC. (3.11)

in care \ este o constanta ce trebuie aflata, iar u este un vector constant de tipul n x 1, dat
prin
fu = [ug, uy, ..., up

Derivand si inlocuind in sistem, gasim conditia (A — AI)u =0, in care I este matricea
unitate de ordinul n, iar 0 este vectorul nul de tipul n x 1. Pentru a avea solutii u nebanale,
se impune ca det(A — AI) = 0, adica A trebuie sa fie radacina a polinomului caracteristic
P()\) al matricei A. Fie A = \; o riadacind a acestui polinom si u' un vector propriu
corespunzator, dat prin relatia

('] = [up g,y

Atunci u'(t) = uleM! este o solutie a sistemului dat, iar in cazul c& P()\) are rad&cini
distincte sau matricea admite o baza formata din vectori proprii (matrice diagonaliz-
abila), se gasesc in acest fel n solutii particulare, care formeaza un sistem fundamental
de solutii pentru sistemul 3.10. Matricea W (t) = [u'(t),u%(t),... ,u™(¢)] este o matrice
fundamentala a aceluiasi sistem. Ilustram cu un exercitiu cele prezentate.

Exercitiul 3.5 Reluam sistemul de la Exercifiul 3.2:

Yy = Y1+ Ys
Yy = Yo
Ys = Yz — 24
Yy = Y1 — 2y3 + 5ys
Rezolvare.
Matricea sistemului este:
1 0 O 1
01 0 0
4= 00 1 -2
10 -2 5
Conform rezultatelor de la Exercitiul 3.2 matricea A este diagonalizabila,
0000
0100
D= 0010}’
00 06
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iar matricea care contine vectorii proprii este matricea modala
-1 0 2 1
0O 100
3 01 =2
1 00 5
Solutia generala a sistemului este:
-1
0
yte)=ea| 4 + ¢

1
—cy + 2etes + eBtey
etey
3¢, + efeg — 2e8cy
¢, + bebley

P=

el + c3 el + ¢4 eft =

o O = O
O = O N

Exercitiul 3.6 Sa se determine solutia generala a sistemului
Y1 = 2y1 + 12
Yo = Y1+ 3y2 — ys3
Ys = —u1 + 2y2 + 3ys

Rezolvare.
Matricea sistemului este:
2 1 0
A=11 3 -1
-1 2 3

Polinomul caracteristic este P(A\) = A* — 8\% + 22\ — 20.
A3 — 8A2 + 22\ — 20 = 0, valorile proprii sunt: A\; =2, Ay =3 +14, A3 = 3 — 1.

1 1
Pentru \y =2 =u, = [ 0 | =y, (t)=| 0 |
1 1
241 2+1 241
N=3+i=u=|1+3i | =z{t)=| 1+3i | = 1+3i |e*(cost+
5 5 5
isint) =
2cost —sint cost + 2sint
= cost —3sint | e +i| 3cost+sint | e
5cost 5sint
Considerand
2cost —sint
y,(t) =Rez(t) = | cost—3sint | e*
5cost
si

cost + 2sint

_ _ - 3
y,(t) =Imz(t) = 3cost +sint | e, (Xsz’Xs)
dsint
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formeaza un sistem fundamental de solutii, deci solutia generala este

1 2cost —sint cost + 2sint
yt,e)=c | 0 | e’ +c| cost—3sint | e* 4¢3 | 3cost+sint | e =
1 5cost 5sint

e*c; + ey (2cost —sint) + e¥ez (cost + 2sint)
= ey (cost — 3sint) + ez (3cost + sint)
e?lc; + bedley cost + Hedlegsin t

In alte situatii, cand polinomul caracteristic are radacini multiple si matricea nu
este diagonalizabila, se poate intampla sa nu gasim un sistem fundamental de solutii
de forma ”vector constant inmultit cu e™”. In aceste cazuri, pentru autovalorile multiple
vom cauta solutii particulare de forma ”vector-polinom inmultit cu e*”. Sa presupunem
ca pentru A = \; radacina cel putin dubla pentru P(A) = det(A — AI) 1i corespunde o
serie formata dintr-un vector propriu u, (A — A\;I)u = 0 si un asociat u'. Stim o solutie
y' = ueM’. Cutam doua solutie de forma

y’ = (at +b)e
in care a si b sunt vectori constanti de tipul n x 1, gasim dupa derivare si inlocuire in
y' = Ay, conditiile
(A - /\11)§ =0, (A - )\ll)b =a.

Din prima conditie, se vede ca putem lua a= u, vectorul propriu iar solutia sistemului
(A — MI)b = u, in care necunoscuta este b, este vectorul propriu asociat lui u, pe care
l-am notat u'. Putem afirma ca

y2 — (Et +Hl)€>\1t

este solutia cautata. Daca A = \; este radacina cel putin tripla pentru P(A) si ii corespunde
o serie de lungime trei formata dintr-un vector propriu si doi asociati, u, u', u%. Stim doua
solutii, y'(t) = ueM* si y* = (ut + u')e™’ vom ciuta a teia solutie de forma

y® = (at® + bt + c)eM’

in care a, b si ¢ sunt vectori constanti de tipul n x 1. Dupa derivare si inlocuire in sistem,

gasim
(A—MI)a=0=a =u
(A-MDb=2as (A-\I)(;b)=a= 1b= g = b =2u',
(A — )\II)Q h & (A-XNI)(3¢) =3b = 3¢ =u? = c =2u?

de unde rezulta
y= (ut® 4 2u't + 2g2)eht

este solutia sistemului y’ = Ay, cdutata de noi. Vom ilustra metoda prezentata pe un
exemplu concret.
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Exercitiul 3.7 Reluam sistemul de la FExercitiul 3.3
Y1 = Y2
Yo = =4y + 4ys
Ys = —2y1 + Y2 + 2y3

Rezolvare.
Matricea sistemului este
0 10
A= —4 4 0
-2 1 2
Polinomul caracteristic este: P(\) = —(\ — 2)3
Baza Jordan este formata dintr-o serie de lungime doi si una de lungime unu
1 0 1
u=1|2 |, wm=(1] u=|2
1 0 0
Corespunzator seriei de lungime doi avem solutiile
1
yit) =ule? = | 2 | ¢
B 1
1 0
Yt = (uit+ug)e* = | | 2 [t+[ 1 ]]e*
- 1 0
iar pentru seria de lungime unu avem solutia
1
yi(t) =u2e? = | 2 | e
- 0
deci
Solutia generala este
1 1 1 1
y(t,c)=cie® | 2 |+ | t| 2 |+ 2 +ee? | 2 | =
B 1 1 0 0

e?ey + cpe® (t+ 1) + cze®
2e%c) + cpe?t (2t + 2) + 2cze®
e?te; + cpe?tt

Vom prezenta o metoda mai mult formala pentru rezolvarea sistemelor diferentiale cu
coeficienti constanti, omogne sau neomogene. Pentru a simplifica modul de rezolvare a aces-
tor sisteme diferentiale introducem operatorul D ca o notatie prescurtata pentru derivare

Dy M &e

La fel ’
=T oy integrale [ [ ... [@(t1, t2, ..., t,)dt1dts...db,,
astfel Incat

D {%x} =x.

O ecuatie diferentiala de ordin n
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2™ (t) + a1 ()2 ([E) 4 -+ ano1 ()2 (8) + an(t)z(t) = f(2)
poate fi scrisa cu ajutorul operatorului D de forma

(D"x + a1 D" '+ +a, 1D +ay)r = f.

Operatorul D satisface regulile algebrei.

Analog un sistem diferential de forma

{ 3" +x+y +2y=fi

x/+4x_’_y1/+y/:f2

poate fi scris astfel

BD+ 1z +(D+2)y=fi (3.12)
(D+4)x+ (D*+D)y=fy ~ '
Ideea metodei consta in a elimina x si a obtine o ecuatie diferentiala in y care poate fi
rezolvata cu metodele cunoscute de la ecuatii diferentiale cu coeficienti constanti. Pentru a
elimina x inmultim ecuatia intai din sistemul 3.12 cu D?+ D iar a doua ecuatie din sistemul
3.12 cu —(D + 2) si le adunam. Obtinem
(D*+D)3D+ 1)z — (D+4)(D+2)x=(D*+D)fi — (D+2)fs
3D3£U + 3D2.’L' —bDx — 8x = D2f1 -+ Dfl — Df2 - 2f2
care se rezolva ca o ecuatie de ordin trei cu coeficienti constanti. In mod analog se obtine
o ecuatie in y. Ca exemple de rezolvare prin aceasta metoda prezentam exercitiile de mai
jos.

Exercitiul 3.8 Sa se afle solutia generala a sistemului:
¥—z+2y=0
" —2y =2t —cos2t °

Rezolvare. Scriem sistemul sub forma
(D—-1)x+2y=0
D2z — 2Dy = 2t — cos 2t
D(D—-1)x+2Dy =0
D2x — 2Dy = 2t — cos 2t
(2D? — D)x = 2t — cos 2t &
20" — x' = 2t — cos 2t
z(t,C,Cy) = —t + i sin 2t — 4t — 8 + % cos 2t + O} + Che3t
Din a doua ecuatie obtinem 2y = 2t — %7 cos2t +4 — 3% sin 2t — %C’ge%t +t2-C) =
y(t,C,Cq) =1t — 31—4 cos2t +2 — % sin 2t — nge%t + %tQ — %C’l

Exercitiul 3.9 Sa se afle, prin metoda eliminarii, solutia generala a sistemului

Y1 =2y1 + 42

Yo = Y1 +3Y2 — U3

Ys = —y1 + 22 + 3y3
Rezolvare.
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Fixam prima ecuatie pe care o derivam de doua ori, iar ecuatiile doi si trei le derivam
o data.

(D=2)y1 —y2=0
y1+(—D—|—3)y2—y3:0
—y1 + 2y + (=D +3)y3 =0
Eliminam gy din ecuatiile doi si trei
{ —(D2—5D+5)y1—y320
(2D = 5)yr — (D = 3)ys =0
Eliminam y3 din ecuatia a doua
(2D —5)y; + (D —3)(D?* - 5D +5)y; = 0 <
(D® —8D?*+ 22D — 20)y; = 0 sau
' = Syl + 2297 20 = 0=
y1 (t,C1, Co, C3) = Cre? + Che®t cost + Cse®lsint
ys (t,C1, Co, C3) = —y + 5yy — by = Cre? + 2Cye3 cost + 2C3e3t sint + Cyetsint —
Cse cost

Yo (t,C1, Co, C3) =y} — 2y1 = Coe3cost + Czedlsint — Cye3tsint + Cszed cost



